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Barem de corectare la MATEMATICĂ

• Se acordă 10 puncte din oficiu.
• Pentru orice soluţie corectă, chiar diferită de cea din barem, se acordă un punctaj corespunzător.
• Observaţii privind SUBIECTUL I:

- În cazul în care la o întrebare pe foaia de examen sunt mai multe răspunsuri (exemplu: "A.", "B."), niciunul
dintre ele nu se punctează.

- În cazul în care la o întrebare răspunsul nu este clar (exemplu: se scrie un caracter similar şi cu "B." şi cu
"D."), răspunsul nu se punctează.

- În cazul în care la o întrebare răspunsul final nu este corect dar există justificări parţial corecte, punctajul
se calculează conform baremului afişat.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1. Răspuns corect: D. 5p

Folosind că i2 = �1; i3 = �i; i4 = 1, putem deduce că i2024 = (i4)506 = 1, respectiv i2025 = i � i2024 = i: 3p

Aşadar avem 1 + i+ i2 + i3 + : : :+ i2024 + i2025 = 1 + i� i� 1 + : : :+ 1 + i = 1 + i: 1p

2. Răspuns corect: C. 5p

Cum g este inversa funcţiei f , are loc (f � g)(x) = (g � f)(x) = x;8x 2 R. 1p

Deci pentru x = 0 avem (f � g)(0) = f(g(0)) = 0, adică g(0) este soluţie a ecuaţiei f(x) = 0. Se poate
observa că unica soluţie este x = 1 (în timp ce celelalte două rădacini ale polinomului f nu sunt reale).

3p

3. Răspuns corect: A. 5p

Fie z 2 C; z = a+ ib; a; b 2 R: Atunci din 3� z = jzj2 � i obţinem 3� a� a2 � b2 + i(1� b) = 0 2p

Aşadar, vom obţine următoarele relaţii: 3 � a � a2 � b2 = 0 şi 1 � b = 0. De unde avem că b = 1, în
timp ce a verifică ecuaţia a2+a� 2 = 0, ce are două rădăcini reale distincte a1 şi a2. Aşadar, numărul
soluţiilor ecuaţiei 3� z = jzj2 � i este egal cu 2.

2p

4. Răspuns corect: C. 5p

O matrice de ordin 2 are 4 elemente. Fiecare poate fi ales din mulţimea f�1; 0; 1g deci
jM2(f�1; 0; 1g)j = 34 = 81:

2p

O matrice de 2� 2 simetrică poate fi scrisă în forma
(
a b

b d

)
, unde a; b; d 2 f�1; 0; 1g:

Aşadar, numărul matricelor simetrice este: 3 � 3 � 3 = 27, deci probabilitatea cerută este: 27

81
= 1

3
. 2p

5. Răspuns corect: B. 5p

Dreptele AB şi CD sunt perpendiculare dacă mAB �mCD = �1: 1p

Cum mAB =
yB � yA

xB � xA
, avem că mAB =

m� 3

4
, iar mCD =

yD � yC

xD � xC
= �2

3
. 2p

Deci dreptele AB şi CD sunt perpediculare dacă
m� 3

4
�
Å
�2

3

ã
= �1) m = 9: 1p

6. Răspuns corect: B. 5p

Din teorema cosinusului avem că cosB =
a2 + c2 � b2

2ac
, unde a = BC; b = AC; c = AB:

Deci cosB =
81 + 16� 121

2 � 9 � 4 =
�1
3

. 2p

Folosind relaţia sin2B = 1� cos2B, avem sin2B =
8

9
. Cum sinB > 0; obţinem sinB =

2
p
2

3
: 2p



SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

1.a) Fie x; y 2 R. Prin calcul direct se observă că A(x)�A(y) =

Ü
1 + 2(x+ y) �(x+ y)

4(x+ y) 1� 2(x+ y)

ê
= A(x+y). 5p

1.b) Conform punctului a), cum x + y 2 R; rezultă că G este parte stabilă a mulţimii M2(R) faţă de
operaţia de înmulţire.

1p

Asociativitatea: Pentru orice x; y; z 2 R; avem (A(x) � A(y)) � A(z) = A(x) � (A(y) � A(z)), deoarece
(A(x)�A(y))�A(z) = A(x+y)�A(z) = A((x+y)+z) = A(x+(y+z)) = A(x)�A(y+z) = A(x)�(A(y)�A(z)).

1p

Comutativitatea: Se arată uşor că pentru orice x; y 2 R; avem A(x) � A(y) = A(y) � A(x) (folosind
punctul a) şi comutativitatea operaţiei de adunare pe R):

1p

Existenţa elementului neutru: Cum A(0) = I2, rezultă că A(0) este element neutru. 1p

Simetrizabilitatea elementelor: Fie x 2 R: Atunci A(x) este simetrizabil dacă există x0 2 R astfel încât
A(x) �A(x0) = A(x0) �A(x) = A(0), A(x+ x0) = A(x0 + x) = A(0), x0 = �x: Deci (G; �) formează o
structură de grup abelian.

1p

1.c) Se poate observa că

Ü
�3 2

�8 5

ê
=

Ü
1 + 2(�2) �(�2)

4(�2) 1� 2(�2)

ê
= A(�2): 2p

Deci, conform punctului a) avem A(�2)2025 = A(�2) �A(�2) � : : : �A(�2) = A(2025(�2)) = A(�4050): 3p

2.a) Se verifică prin calcul direct. 5p

2.b) Cum x1; x2; x3 sunt rădăcinile polinomului f , acestea satisfac x31+mx21+x1�p = 0; x32+mx22+x2�p = 0;
x33+mx23+x3�p = 0. Adunând relaţiile de mai sus avem s3 = �m(x21+x22+x23)� (x1+x2+x3)+3p.
Deci s3 = �ms2 � s1 + 3p.

2p

Cum s2 = x21 + x22 + x23 = (x1 + x2 + x3)
2 � 2(x1x2 + x1x3 + x2x3); din relaţiile lui Viète obţinem

s2 = (�m)2 � 2 � 1, respectiv s1 = x1 + x2 + x3 = �m:

2p

Aşadar, s3 = �m(m2 � 2)� (�m) + 3p = �m(m2 � 3) + 3p: 1p

2.c) ): Fie x1; x2; x3 2 R. Atunci det(A) 2 R. Deci det(AT � A) = det(AT ) � det(A) = (det(A))2 � 0: 1p

(: Ştim că det(AT � A) = (det(A))2 � 0; arătăm că x1; x2; x3 2 R:

Se poate arăta că detA = (x1�x2)(x1�x3)(x2�x3); deci vom avea ((x1�x2)(x1�x3)(x2�x3))
2 � 0:

Presupunem prin reducere la absurd că polinomul f nu are toate rădăcinile reale. Cum grad(f) = 3 şi
coeficienţii sunt reali, putem presupune că x1 = a+ ib; x2 = a� ib; x3 2 R; a; b 2 R; b 6= 0. Din relaţiile
lui Viète avem că x3 = �m� (x1 + x2) = �m� 2a.

2p

Deci ((x1 � x2)(x1 � x3)(x2 � x3))
2 = (2ib(m+ 3a+ ib)(m+ 3a� ib))2 = �4b2((m+ 3a)2 + b2)2 < 0,

contradicţie deoarece det(AT � A) � 0. Aşadar f are toate rădăcinile reale.
2p



SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1.a) Calculul f 0(x) =
x+ 1p

x2 + 2x+ 3
� a. 2p

Aşadar, f 00(x) =
2

(x2 + 2x+ 3)
p
x2 + 2x+ 3

: 3p

1.b) Tangenta la graficul unei funcţii f într-un punct (x0; f(x0)) are panta egală cu derivata, m = f 0(x0).

Deci tangenta la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = �2, situat pe graficul funcţiei f , este
paralelă cu axa Ox dacă şi numai dacă f 0(�2) = 0:

2p

Cum f 0(x) =
x+ 1p

x2 + 2x+ 3
� a pentru orice a 2 R, avem f

0(�2) = �1p
4� 4 + 3

� a = � 1p
3
� a:

Deci a = � 1p
3
. 3p

1.c) Dacă a = 1, lim
x!+1

Äp
x2 + 2x+ 3� a(x+ 1)

ä
= lim

x!+1

2p
x2 + 2x+ 3 + (x+ 1)

= 0. Atunci dreapta

y = 0 este asimptotă orizontală spre +1.

2p

Dacă a 6= 1, avem m = lim
x!+1

f(x)

x
= 1�a şi n = lim

x!+1
(f(x)�mx) = lim

x!+1
(
p
x2 + 2x+ 3�x�a) =

lim
x!+1

(
p
x2 + 2x+ 3� (x+ 1) + 1� a) = 1� a:

2p

Astfel, funcţia admite asimptota oblică spre +1: y = (1� a)(x+ 1). 1p

2.a) Avem In =

Z �

2

0

(cosx)n�1(sinx)0dx = (n� 1)

Z �

2

0

(cosx)n�2 sin2 xdx = (n� 1)In�2 � (n� 1)In: Astfel

obţinem relaţia de recurenţă cerută.

5p

2.b) Se demonstrează folosind punctul a) şi principiul inducţiei matematice. 5p

2.c) Folosind punctul a) găsim că I2n =
1

2
� 3
4
� : : : � 2n� 1

2n
� �
2
; 8n 2 N�.

Deci I2n =
1

2
� 3
4
� : : : � 2n� 1

2n
� p2n+ 1 � 1p

2n+ 1
� �
2

=
anp
2n+ 1

� �
2

.

1p

Pe de altă parte, din punctul b) avem I2n+1 =
2

1
� 4
3
� : : : � 2n

2n� 1
� 1p

2n+ 1
� 1p

2n+ 1
=

1

an �
p
2n+ 1

: 1p

Aşadar,
I2n

I2n+1
=

anp
2n+ 1

� �
2
� an �

p
2n+ 1 = a

2
n � �

2
. Deci a2n =

2

�
� I2n

I2n+1
; 8n 2 N�: 1p

Pe de altă parte, se poate arăta uşor că (In)n2N� este strict descrescător şi că In > 0.

Atunci 0 < In+1 < In ) 1 <
In

In+1
=

In
n

n+1
In�1

<
n+ 1

n
. Aşadar, lim

n!1

I2n

I2n+1
= lim

n!1

In

In+1
= 1:

1p

Concluzionând, lim
n!1

an = lim
n!1

…
2

�
�
 

I2n

I2n+1
=

…
2

�
. 2p


